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Sur les formes quadratiques binaires à indéterminées 
conjuguées et les fonctions fuchsiennes. 

Par M. Emile Picard. 



Considérons une forme quadratique binaire indéfinie à indéterminées conju- 
guées 

axx + bxy + b^y + cyy , bb — ac > ( 1 ) 

a et c étant des entiers reéls, b et b deux entiers complexes conjugués ; x et y 
désignent deux indéterminées, ayant respectivement pour conjuguées x et y . 
Soit une substitution quelconque 

(x,y, Mx+Ny, Px+ Qy) 

à coefficients entiers complexes, et de déterminant un, transformant la forme 
précédente en elle-même. Le groupe des substitutions 

Mz + N- 






Pz+Q 

est un groupe fuchsien. J'ai, il y a quelques années (Annales de l'Ecole Nor- 
male, 1884), étudié à ce point de vue les formes quadratiques à indéterminées 
conjuguées, et j'ai montré notamment comment on peut construire un polygone 
fondamental du groupe et trouver ses substitutions fondamentales. 

Je voudrais, dans cet article, compléter un peu cette étude, en portant par- 
ticulièrement l'attention sur les substitutions elliptiques du groupe fuchsien ainsi 
engendré. De telles substitutions n'existeront d'ailleurs pas pour une forme (1) 
prise arbitrairement, et le groupe n'aura que des substitutions hyperboliques. 

Une question intéressante se présentait dans cette étude ; c'est celle de la 
réduction des substitutions. J'ai employé pour cet objet les méthodes dont a fait 
usage M. Poincaré dans son beau mémoire sur les fonctions fuchsiennes et l'arith- 
métique (Journal de Jordan, 1887). 
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188 Picaed : Sur les formes quadratiques binaires à indéterminées 

1. Considérons les substitutions binaires, à coefficients complexes, 

x 1 = Mx + Ny 

tf = Pz+Qy' *e-*P=l, 

transformant en elle-même la forme quadratique 

axx + bxy + b^y + cyy , bb — acd£O. 

Ces substitutions se partagent, comme il est bien connu, en substitutions ellip- 
tiques, hyperboliques et paraboliques. La nature de la substitution dépend de 

la somme M + Q 

qui est nécessairement réelle. Démontrons d'abord directement ce premier 

point : on a 

aMM + bMP + b M Q P + cPP = a, 
aMN + bMQ + b N P + cPQ = b, 
aNN + bNQ + b,N Q Q +cQQ () = c 

et on tire de suite de ces équations 

aM + bP = aQ — b P, 
5 ilf + cP — bM — aN, 
aN+b Q = b Q — cP , 
boN + cQ —eM —bN 

la seconde et la troisième, additionnées en croix, donnent 

b (M +Q ) = b (M+Q). 

Donc M + Q = M + Q , c'est à dire que M+ Q est réelle. 

Si on avait 5=0, la proposition n'en subsiste pas moins, car les équations 
précédentes donnent alors Q = M . 

Les substitutions elliptiques correspondent au cas où 

(M + Qf — ou 1 . 

2. Nous allons maintenant chercher à effectuer la réduction des substitutions 
elliptiques. Inspirons nous pour cela des principes qui ont guidé M. Poincaré 
dans le mémoire déjà cité. 



Soit une substitution S- 



a b 

c d 



dont les coefficients a, b, c, d sont des 



entiers complexes, assujettis uniquement à vérifier la relation ad — bc = 1 , et 
soit T une autre substitution de même forme. 
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La substitution S, et la transformée de S par T 

T -i ST 

peuvent être regardées comme appartenant à la même classe. 

Parmi toutes les substitutions d'une même classe, il y en a de particulière- 
ment simples ; ce sont ces substitutions réduites que nous allons chercher. On 
vérifie d'ailleurs immédiatement que deux substitutions de même classe ont les 
mêmes multiplicateurs, et, par suite, si une substitution est elliptique, toutes les 
substitutions de même classe sont elliptiques. 

Cela posé, considérons la forme quadratique binaire 

ca? + (d — a) xy — by % 
elle n'est pas altérée par la substitution 

s= a \ 

c d 
et si on applique à cette forme la substitution 






elle se transformera en une nouvelle forme 

c'x 2 + (d' — a')xy — b'f 

la substitution <-,, _ «' &' 

* — I c' d' 

n'étant autre chose que la transformée de S par T, c'est à dire T _1 ST. Donc, 
pour que deux substitutions S et S' soient de même classe, il faut et il suffit que 
les deux formes à coefficients complexes 

cœ 2 + (d — a) xy — hy % , 

c'a? + {d' — a!) xy — % 2 
soient équivalentes. 

3. Avant d'aller plus loin, il nous faut rappeler un théorème, relatif aux 

formes quadratiques binaires à coefficients et indéterminées complexes. On sait 

que Dirichlet a la premier étudié cette théorie dans un mémoire célèbre (Çrelle, 

tome 24). Relativement à la réduction des formes 

ax % + 2bxy + cy % 



190 Picard: Sur les formes quadratiques binaires a indéterminées 

a, b, g désignant des entiers complexes, le théorème fondamental est le suivant : 
on peut toujours trouver une forme équivalente à une forme donnée, pour 
laquelle on ait : 

-j- norme (a) énorme (b) , 
norme (a) ^ norme (c) ; 

on en conclut qu'en désignant par D l'invariant b 2 — ac, on a 



norme (b) ^ v^norme D 
et par suite les normes de a, b, c sont limitées en fonction de la norme de D. 
4. Ceci posé, revenons aux formes que nous avons rencontrées plus haut 

F= ex 2 + (d — a) xy — by % 
le discriminant de 2F est 

(d _ a f + 4h c ou (d + af — 4 

les seuls cas qui nous intéressent sont ceux où 

a + d = 0, ± 1. 

Soit d'abord a + d = ; dans ce cas d — a sera un nombre pair ; la forme F a 
donc le type classique dans la théorie des formes binaires, et son discriminant 
est égal à — 1. 

Nous avons, par suite, à considérer les formes 

ax % + 2bxy + cy* 
de discriminant — 1 . 

Nous simplifierons beaucoup la discussion, en partant de cette remarque 

évidente que toute forme de discriminant — 1 est équivalente à une forme dans 

laquelle a = 0, c'est à dire à une forme 

=fc 2ixy + cy*. 
Tout d'abord en faisant la substitution 

(x, y, x + ty,y) 
on voit que le coefficient c peut être ramené à une des quatre valeurs 

O.l.t.l+t. ... 
D'autre part on peut se borner à prendre le signe +, car les autres formes sont 
équivalentes ; on aura donc seulement les quatre formes 

2ixy, 2ixy + y 2 , 2ixy + iy 2 , 2ixy + (1 + *) y % 
et ces quatre formes sont bien distinctes. 
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2°. 
3° 
4° 



d — a = 2i , c = , b = — 1 donc 
d — a = 2i, c = 0, & = — * donc 
d — a — 2i, c = 0, b = — (l-f-*)donc 



Nous avons donc les types de substitutions correspondants, en identifiant 

successivement 

C3? + (d — a) xy — by 2 
avec ces quatre formes. 

Dans les quatre cas 

d — a= 2i, c = . 
1° On aura 

d — a = 2* Z> = c = , et comme ad = 1 , ona a(a+ 2«)=1 

a 3 + 2ia — 1 = 0, on a a = — * 

donc substitution — i 1 

i\ 

— i—1 

+i 

— i — i \ 
+* I 

-i -{l+i) 
+* 

5. Considérons maintenant le cas où (a + df = 1 . Dans ce cas d — a sera 
un nombre impair, et nous devrons considérer la forme 

2cx* + 2(d — a)xy— 2by % . 

Nous avons donc à considérer des formes : 

2Ax % + 2Bxy+20y % 

de déterminant jB 2 — 4 A G = — 3 . 

D'après la théorie de la réduction, on peut supposer que la norme de B est 
inférieure à \/3. Nous aurons donc ici, pour une forme réduite 

B=± 1 

et, par suite A G = 1 

d'où les seuls types : 

2x % rfc 2xy + 2tf et 2ix* ± 2xy — 2iy 2 , 

mais 2x* + 2xy + 2y 2 et 2y? — 2xy + 2y % sont manifestement équivalents, et aussi 
2*ic 3 + 2xy — 2iy 2 et 2ix* — 2xy — 2iy % 

puisqu'il suffira de faire sur la première forme la substitution 

(as, y, x + iy, y) 
pour retrouver la seconde. 
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— 1 


— 1 




— 1 i 




i 


1 





ï 


i 


ï 


i 1 



U nous reste donc 

2x % + 2xy + 2y 2 et 2ia? + 2xy — 2iy 2 

qui ne sont pas équivalentes. 

Ceci nous donne les quatre types de substitution : 

— 1 

1 1 

6. Cherchons maintenant les formes qui se reproduisent pour les substitu- 
tions du trouvées au paragraphe (4). 

Pour la première le type est 

axx + cyy , 
pour la seconde on a les formes 

2axx Q + aixy Q — aix y -f- cyy 

la troisième substitution nous donne les formes 

2axx + axy + ax y + cyy 

et nous avons enfin pour la quatrième 

2axx + a (1 + i) xy + a (l — i) x y + cyy , 

a et c représentant, dans ces diverses formes, des nombres entiers. 

Ceci posé, si une forme donnée /admet des substitutions semblables, 

M N 

P Q 
pour lesquelles M-\- Q= 0, cette forme doit être équivalente à une forme ren- 
trant dans un des quatre types précédents. Or les déterminants de ces formes 

sont respectivement 

— ac, a 2 — 2ac , 2a % — 2ac 

par suite pour une valeur donnée de ce déterminant, les formes sont en nombre 
limité ; on aura donc seulement un nombre limité d'essais à faire, pour recon- 
naître si une forme donnée admet une substitution elliptique du type considéré. 

7. Considérons maintenant le second ensemble de substitutions, celles du 
paragraphe (5). Prenons la première ; les formes qui admettent cette substitu- 
tion pour substitution semblable, rentrent dans le type 

2axx + (a + mi) xy + (a — mi) x y + 2ayy . (1) 

Le discriminant de cette forme étant 

m % — 3a 8 
il pourra y avoir une infinité de ces formes ayant un discriminant donné. 
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Quant à la seconde substitution, elle n'est pas distincte de la première, 
puisqu'elle est égale à la substitution inverse, où on remplace x et y par — x 
et — y. 

Pareillement pour la troisième et la quatrième, nous avons le type de formes : 

2axx + (m + ai) xy + (m — ai) x y + 2ayy (2) 

et il y a encore ici une infinité de formes qui peuvent correspondre à un déter- 
minant donné. 

Si une forme donnée / admet des substitutions semblables 

M N 
P Q 

pour lesquelles M + Q = ± 1 , cette forme doit être équivalente à une forme (1) 
ou à une forme (2). Nous ne trouvons plus ici devant un nombre limité d'essais 
à tenter, comme dans le paragraphe précédent ; aussi, dans le cas actuel, sera-t-il 
préférable de ne pas rechercher directement les substitutions elliptiques de ce 
type. 

8. Des deux paragraphes précédents, on conclut que, une forme / étant 
prise arbitrairement, Je groupe fuchsien auquel elle donne naissance n'admet pas de 
substitution elliptique. 

Quant aux substitutions paraboliques, nous avons déjà dit précédemment 
(mémoire cité), qu'il y en a seulement dans le cas où le discriminant de la forme 
est une somme de deux carrés. 

9. Prenons, en particulier, la forme 

xx — Dyy Q 

le groupe fuchsien correspondant admettra des substitutions elliptiques du pre- 
mier type, mais il est aisé de voir qu'elle n'en admettra pas du second type. 

Soit en effet \M N 

P Q 

une substitution transformant en elle-même la forme précédente, on aura néces- 
sairement : M = Q , 

donc M+ Q = M+M 

or M + M , qui est un nombre pair, ne peut être égal à ± 1. 

Un autre exemple, extrêmement simple, mais particulièrement intéressant, 
est celui de la forme 

iaet/o — i x oy 
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toute substitution semblable de cette forme a ses coefficients réels, et le groupe 
correspondant n'est autre que le groupe modulaire 

M N 
P Q 

où M, N, P, Q sont quatre entiers réels, satisfaisant à l'unique condition : 

MQ — NP—i. 

10. M. Poincaré, dans le mémoire que nous avons déjà cité, a donné une 
généralisation bien remarquable des équations modulaires. Les fonctions fuch- 
siennes, provenant d'une forme quadratique ternaire indéfinie jouissent en effet 
d'une propriété remarquable qu'on peut regarder comme la généralisation de la 
transformation des fonctions modulaires. Il va en être de même ici pour les 
fonctions fuchsiennes provenant d'une forme quadratique binaire à indéterminées 
conjuguées. Le théorème fondamental de M. Poincaré va subsister ici ; on 
l'énoncera dans ce cas de la manière suivante : Soient / une forme quadratique 
binaire indéfinie à indéterminées conjuguées, et G le groupe fuchsien correspon- 
dant à cette forme. Considérons d'autre part une substitution transformant / en 
elle-même, mais dont les coefficients ne soient pas des entiers, mais seulement 
des nombres commensurables (réels ou complexes) ; à cette substitution cor- 
respond une substitution de la forme 

/ az + b \ 

V>eJ+d) 

a, b, c, d étant des entiers, mais le déterminant ad — be étant alors différent de 

l'unité. 

Ceci posé, si F (z) désigne une fonction fuchsienne correspondant au groupe 

G, il y aura une relation algébrique entre 

ce qui nous donne une nouvelle classe, très étendue, d'équations analogues aux 
équations modulaires. 

Talloires (Haute-Savoie), le 2 Septembre 1888. 



